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A LA ME MOIRE DE YVETTE AMICE
We give asymptotic estimates for the sums nx, p(n)y d(d(n)) and
nx d(d(n))p(n), where d(n) is the divisor function and p(n) denotes the largest
prime factor of n.  1996 Academic Press, Inc.
1. Introduction
Soit n un entier positif. De signons par d(n) le nombre de diviseurs de n.
Dans [6] et [20], P. Erdo s et I. Ka tai ont montre inde pendamment que,
pour x  +,
:
nx
d(d(n))=A(1+o(1)) x log log x,
ou A est une constante positive. G. J. Rieger [21] a ame loire ce re sultat et
a e tudie entre autres, les fonctions
0(d(n)) et |(d(n))
ou 0(n) et |(n) de signent, respectivement, le nombre total de facteurs
premiers de n et le nombre de diviseurs premiers de n. G. J. Rieger obtient
les formules asymptotiques suivantes
:
nx
d(d(n))=Ax log log x+a0x+O \ xlog x+ (1.1)
:
nx
0(d(n))=x log log x+b0 x+O \ xlog x+ (1.2)
:
nx
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ou A, C sont des constantes positives. E. Heppener [10] a conside rable-
ment ame liore les formules (1.1) et (1.2) en montrant que
:
nx
d(d(n))=Ax log log x+ :
N(x)
:=0




0(d(n))=x log log x+ :
N(x)
:=0
b:x(log x)&:+O(xe&- log x)
ou N(x) de signe la partie entie re de - log x et c une constante positive.
Remarquons que les me thodes de G. J. Rieger et de E. Heppner permettent




ou l'on a note
B(n)= :





[ p] et p(1)=1.
On a ainsi les estimations, pour x  +,
:
nx



















Soient x et y des nombres re els tels que xy2 et p(n) (comme
pre ce demment de fini) le plus grand diviseur premier de n. L'objet de cet
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Cela conduit, naturellement, a la comparer a la fonction




Cette fonction, dont l'e tude a commence au moins au de but des anne es
1930, est aujourd'hui assez bien connue. Elle a e te l'objet de nombreux et
importants travaux au cours des trente dernie res anne es et singulie rement
pendant la de cenie passe e [2], [3], [4], [5], [12], [13], [14]. Le lecteur,
inte resse par le sujet, pourra trouver dans [15] ainsi que dans le re cent
ouvrage [23] un expose synthe tique et une abondante bibliographie.





!=!(u), l'unique solution positive de l'e quation
e!=1+u!





De signons par p un nombre premier ge ne rique et par q un entier ``square-
full'' ge ne rique (q ``squareful'' signifie que p2 divise q chaque fois que le
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ou ` est la fonction ze^ta de Riemann,
A(_, q)= `










si d(q) est impair
si 2: & d(q).
Enfin, pour = fixe , 0<=< 12 , de signons par (R=) la condition
(log x)2+=yx, xx0(=).
Notre premier the ore me est le suivant




d(d(n))=(li(u!(u))+log log y ) 9 (x, y)
_{A(;)+O= \(A(;&=12)+D(;&=12)) log log(u+2)u+log log y +
+O= \(A(;&=12)+D(;&=12)) log log ylog y += .
On a le corollaire suivant
Corollaire. Sous la condition (R=), on a




d(d(n))tA(u+log log y) 9 (x, y)
est valable, si et seulement si,
log y
log log x
 + quand x  +;




d(d(n))tA log log y9 (x, y);
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d(d(n))tAu9 (x, y ).
Ce corollaire s'obtient comme suit. D'abord, on remarque que (b) et (c)





puisque log(u!(u))=log(e!(u)&1)tlog e!(u)=!(u). D'autre part, d'apre s le
lemme 3.1 (b), on a sous la condition (R=), ; 12+=6. La se rie de finissant
A(;) est donc uniforme ment convergente dans le domain de finie par (R=)
et par suite sa somme A(;) y est une fonction continue en ;. Finalement
A(;)tA(1)=A
(A e tant la constante apparaissant dans (1.1)) si et seulement si
!(u)
log y
 0 quand x  +
et cette condition e quivaut a
log y
log log x
 + quand x  +.
Cela ache ve la preuve de (a).
Le the ore me 1.1 et le corollaire restent valables lorsqu'on remplace
d(d(n)) par B(d(n)) (respectivement par 0(d(n))) a condition de remplacer










et dans le corollaire A(1)=A par 2A (1)=2 (respectivement par A (1)=1).
Signalons que le comportement asymptotique de d(d(n)) est proche de celui
de |(n) et que la me thode du pre sent article permet d'obtenir un re sultat
analogue au the ore me 1.1 dans le cas de |(n). Voir e galement a ce sujet
[1], [28].
De nombreux auteurs ont e tudie le comportement asymptotique de som-
mes de fonctions arithme tiques restreintes aux entiers sans grand facteur
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premier [9], [11], [16], [17], [19], [22], [24], [27]. Le travail d'Ivic
et Tenenbaum [19] nous inte resse ici, particulie rement, car la preuve de
notre the ore me 1.1 et fonde e sur leur me thode et utilise, notamment, leurs
re sultats sur le comportement asymptotique local de la fonction 9 (x, y).
Ces re sultats sont rappele s au paragraphe 2. Le re sultat principal des deux
auteurs concernent le comportement local de fonctions arithme tiques
qualifie es de ``fonctions arithme tiques a noyau squarefull'' c'est-a -dire des
fonctions arithme tiques f a valeurs entie res positives telles que pour tout
entier n1 on ait f (n)=f (q), ou q est la partie squarefull de n. Un exemple
de telles fonctions, est la fonction caracte ristique des entiers sans facteur
carre , +2(n). Ce re sultat s'e nonce comme suit: sous la condition (R=), on a





























Contrairement aux fonctions d(d(n)), B(d(n)) et 0(d(n)), les fonctions
|(d(n)), B*(d(n)) et p(d(n)) sont pratiquement a noyau squarefull selon la
terminologie d'Ivic et Tenenbaum. La me thode de ces deux auteurs permet
d'obtenir, sans grand changement, les analogues de la formule (1.4) pour
ces fonctions.
A l'instar de nombreux auteurs [7], [8], [17], [25], [26], [27] il nous











Le comportement asymptotique de cette dernie re somme est e clucide . On





=x$(x) {1+O \log log xlog x += (1.5)
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ou $(x) est une fonction dont une approximation, lorsque x tend vers
l'infini, [18], est
$(x)=exp {&- 2 log x log log x \1+log log log x&2&log 22 log log x
&\18+o(1)+\
log log log x
log log x +
2
+= . (1.6)
Notre deuxie me the ore me est le suivant





={ 2 log xlog log x \A+O \
log log log x




Ce the ore me reste valable lorsqu'on remplace la fonction d(d(n)) par
B(d(n)) (respectivement 0(d(n)) a condition de remplacer la constante A par
2 (respectivement 1). On suit, pour la preuve du the ore me 1.2, la me thode














={ 2 log xlog log x \1+O \
log log log x
















Il note a la fin de ce me^me article qu'il est possible d'obtenir par sa





ou f est une fonction arithme tique a noyau squarefull. De sa remarque
de coulent, notamment, des formules analogues a (1.8) pour les fonctions
|(d(n)), B*(d(n)) et p(d(n)). Enfin, notons encore l'analogie des compor-
tements asymptotiques de d(d(n)) et de |(n) en comparant le the ore me 1.2
et la formule (1.7). Le reste de notre article est structure comme suit: au
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paragraphe 2, on rappelle quelques re sultats connus sur le comportement
local de 9 (x, y) ainsi qu'un re sultat concernant la somme de l'inverse de
p(n). Le paragraphe 3 est consacre a des lemmes auxiliaires, le paragaphe
4 a la de monstration du the ore me 1.1 et enfin le paragraphe 5 a la
de monstration du the ore me 1.2.
2. Comportement local de 9 (x, y ), somme de l'inverse
du plus grand diviseur premier de n
On rappelle, ici, les lemmes connus suivants qui nous seront utiles dans
la suite. Les trois premiers sont dus a Ivic et Tenenbaum [19] et la





et (R =), pour = fixe , 0<=<1, la condition
x2, (log x)1+=yx.
Lemme 2.1 ([19], Lemma 2). Sous la condition (R =), on a uniforme ment
pour 1dy





log y ++ .
Lemme 2.2 ([19], lemma 3). Sous la condition (R =), on a uniforme ment
pour 1dx
9 \xd , y+<<9 (x, y) d&;+clog y
ou c est une constante absolue.
Lemme 2.3 ([19], lemma 4). Sous la condition (R =), on a uniforme ment
pour r1
9r*(x, y)=`&1(2;) 9 (x, y) {A(;, r)+O= \c(r) log log ylog y += .
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=\1+O \ 1log2 x++ :L 1pL 2
1
p
9 \xp , p+
ou
L1=exp {12 log x log log x \1&2
log log log x
log log x +=
et
L2=exp {12 log x log log x \1+2
log log log x
log log x += .
3. Lemmes auxiliaires
Lemme 3.1. (a) On a, pour u3,
!(u)=log u+log log u+O(1).








(c) Posons ; =;(xd, y). Sous la condition (R=), on a
(i) uniforme ment pour 1d- x
`&1(2; )=`&1(2;) \1+O= \ log dlog x log y++ ;
(ii) uniforme ment pour 1d- x et r1
A(; , r)=A(;, r) \1+O \ log d log rlog x log y++ ;
(iii) uniforme ment pour 1d- x, k1, p2 premier p |3 k
A(; , pk)=A(;, pk) \1+O \ log dlog x log y }
log p
- p&1++O \
log d log k
log x log y++ .
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De monstration. (a) L'existence et l'unicite de !(u) pour u>1 de coule,
par exemple, de l'e tude de la fonction t [ (et&1)t. La formule asymptoti-




Voir, pour les de tails, [23] lemme 8.1, page 412. Ce proce de d'ite ration
permet d'obtenir un de veloppement asymptotique de !(u) arbitrairement
long.
(b) S'obtient en utilisant (a) et la de finition de ;: ;(x, y)=1&!(u)log y.
(c) Montrons d'abord que, uniforme ment pour 1d- x,
; =;+O \ log dlog x log y+ . (3.1)
En de rivant l'e quation ve rifie e par ! et en utilisant le fait que !(u)tlog u,
on obtient que !$(u)t1u. Posons t=log dlog y. On a, pour une constante






















+O \ tu log y+=;+O \
log d
log x log y+ .
Montrons, maintenant (i). En utilisant (3.1), on obtient






=`&1(2;) exp {O \ log dlog x log y+ :p
log p
p2;&1= .
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`&1(2; )=`&1(2;) \1+O= \ log dlog x log y++ .
Montrons (ii). Comme dans (i), on a
A(; , r)=A(;, r) exp {O \ log dlog x log y :p | r
log p
p;&1+= .










Le re sultat (ii) s'ensuit. Enfin (iii) se de duit de la me^me fac on que (ii), nous
omettons les de tails.
Notons, pour =>0,
L=( y)=exp[(log y)35&=].
Lemme 3.2. Soit = un nombre re el fixe , 0<=< 12 . Sous la condition
1uy1&=, y3 (V=)

























1, R( y)=?( y)&li( y).
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(a) On suppose dans la suite que y et u sont suffisamment grands, car dans










































=: ' 1+' 1 .







Mais, comme e!(u)=1+u!(u), il s'ensuit clairement que
' 1=li(1+u!(u))=li(u!(u))+O \ 1log(u!(u))+ .











dv=: '^1+ '^^1 .
On a, clairement,
'^1=log log y&log !(u)
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L'estimation de !(u) du lemme 3.1 (a) donne
log !(u)=O(log log u) et
1
log(u!(u))
=O \ 1log u+ .
Finalement, on a obtenu
'1=li(u!(u))+log log y+O(log log u).
Quant a '2 , l'application du the ore me des nombres premiers sous la forme
R( y)<<= yL=2( y), 0<=<12 et un calcul routinier permettent d'obtenir
'2=O=(uL=( y)) uniforme ment pour uy1&=. Nous omettons les de tails.
(a) du lemme de coule des estimations de '1 et '2 .

























d(R(t))=O= \ uL=( y)+ .
Les de tails de la de monstration sont les me^mes que ceux de la de monstra-
tion de (a). Nous les omettons.
Lemme 3.3. Sous la condition (R=), on a, uniforme ment pour 1dy,
r1 et p2, premier, p |3 r,
9*pr \xd , y+=`&1(2;) 9(x, y) d&; {A(;, pr)+O \A(;, r)
log d
log y+
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De monstration. Le lemme est une conse quence directe des lemmes 2.1,






Lemme 3.4. Sous la condition (R=), on a uniforme ment pour q1,
Sq(x, y )=(li(u!(u))+log log y) 9 (x, y)





u+log log y +
+O= \A(;, q)+c(q)`(2;) log q
log log y
log y += .






























9*pq \xp , y+ .
Comme log(xp)log x et que le lemme est trivialement ve rifie pour
yxp, on obtient, par application du lemme 3.3 que, uniforme ment pour
(R=),
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p ;( p ;+1)
+O \A(;, q)log x :py
log p
p; +









+O= \c(q) log log ylog y :py
1
p ;+= .























=O \A(;, q) :py
1
p1+=6+=O=(A(;, q)).
Ces estimations associe es au lemme 3.2, dont l'application est le gitime
puisque la condition (R=) implique la condition (V=), donnent















u+log log y++O \
u
L=( y)(u+log log y)+=
puisque li(u!(u))=u+O(ulog u). Le lemme s'ensuit imme diatement.
4. De monstration du the ore me 1.1
Tout entier n1, s'e crit
n=mq
ou m est squarefree, q squarefull et (m, q)=1. Donc
d(n)=d(mq)=d(m) d(q)=2|(m)d(q).
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Posons
q*={d(q)2&: d(q)
si d(q) est impair
si 2: & d(q).
















d(q*) Sq \xq , y++ :
p(q)y
qx
d(d(q)) 9q* \xq , y+
=: 71+72 .










d(q*) Sq \xq , y+ .
Conside rons 71, 1 . Posons ; =;(xq, y) et u~ =u&(log qlog y). L'applica-
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et l'application du lemme 3.1 (c) donne






+O= \A(;, q)`(2;) log q
log log u

































=O= \A( ;&=12)log y + .
On obtient alors
71, 1=(li(u!(u))+log log y) 9(x, y) {A( ;)+O= \A( ;&=12) log log uu+log log y+
+O= \(A(;&=12)+D( ;&=12)) log log ylog y +=.











Mais, d'apre s le lemme 2.3,
91* \ xpq , y+<<= `&1(2; ) 9 \
x
pq
, y+<<= `&1(2;) 9 \ xpq , y+
ou ; =;(xpq, y). Comme le lemme 2.2 donne
9 \ xpq , y+<<9 (x, y)( pq)&;+clog y
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on obtient
71, 2<<9 (x, y) \ :py
1










<<li (u!(u))+log log y,
et d'autre part,
A( ;, q)&1<<exp(- log p)<<q=48
pour q>Y et Y suffisamment grand. Il s'ensuit que
q&;+clog yq&;+=12A( ;, q) Y&=24
pour q>Y et Y suffisamment grand. D'ou , finalement, on obtient








d(d(q)) 9q* \xq , y+ .




d(d(q)) 91* \xq , y+<<= :
p(q)y
qx
d(d(q)) `&1(2; ) 9 \xq , y+
ou ; =;(xq, y ). L'application du lemme 2.2 donne
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72<<= D( ;&=12) 9 (x, y).
Cela termine la de monstration du the ore me 1.1.
5. De monstration du the ore me 1.2
Nous suivons, ici, la me thode d'Ivic [17]. On a besoin du lemme
suivant
Lemme 5.1. Pour
y0=exp {12 log x log log x \1+O \
log log log x





d(2d(n))=9 (x, y0)  2 log xlog log x \A+O \
log log log x
log log x ++ .
De montrons d'abord ce lemme. Il est clair d'apre s la de monstration du







Pour x suffisamment grand, on choisit ==14 et compte tenu de la remar-
que pre ce dente, on applique la formule du the ore me 1.1. Cela donne
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=9 (x, y0)(li (u0!(u0))+log log y0)
_{A( ;0)+O \(A( ;0&148)+D( ;0&148)) log log u0u0+log log y0+
+O \(A( ;0&148)+D( ;0&148)) log log y0log y0 += . (5.1)




















=A \1+O \log log log xlog log x ++ .
D'autre part, on a, pour x suffisamment grand,
A( ;0&148)<<1, D( ;0&148)<<1,
li(u0 !(u0))+log log y0= 2 log xlog log x \1+O \
log log log x
log log x ++ ,
log log u0
u0+log log y0




=o \log log log xlog log x + .
En remplac ant ces diffe rentes estimations dans la formule (5.1), on obtient
la formule annonce e au lemme.
Passons, maintenant, a la de monstration du the ore me 1.2. Notons I=
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d(d(m))=: 72, 1+72, 2+72, 3 .
Maintenant, compte tenu du corollaire du the ore me 1.1 et du lemme 2.4 on
obtient successivement,
72, 2<< 2 log xlog log x :p<L1
1
p








72, 3<< 2 log xlog log x :p>L2
1
p

















d(d(m))<<- log x log log x9 (x, M).
Maintenant, l'utilisation de la formule de Hildebrand pour 9 (x, y) (cf.
[13] Theorem 1) et l'approximation de la fonction \ de Dickman, (cf. par
exemple [23]), suivante





et la comparaison de l'expression de 9 (x, M) ainsi obtenue aux formules
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p 2(n) | n
nx
p(n)=p
d(d(n))=: 71, 1+71, 2 ,















d(2d(m))=: 7 1, 1&7 1, 1 .
Maintenant, 7 1, 1 et 71, 2 s'e valuent de la me^me fac on, en effet, l'application
du corollaire du the ore me 1.1, apre s majoration donne
7 1, 1<<log2 x  2 log xlog log x :p # I
1
p
9 \ xp2 , p+
et
71, 2<<log2 x  2 log xlog log x :p # I
1
p
9 \ xp2 , p+ .





























Quant a 7 1, 1 , puisque L1pL2 , on applique les lemmes 5.1 et 2.4, on
trouve
71, 1= 2 log xlog log x \A+O \
log log log x
log log x ++ :p # I
1
p
9 \xp , p+
= 2 log xlog log x \A+O \
log log log x




Cela ache ve la de monstration du the ore me 1.2.
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